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SUR LA SINGULARITt  
DES PRODUITS DE RIESZ 

ET DES MESURES SPECTRALES 
ASSOCII ES A LA SOMME DES CHIFFRES 

PAR 

M. QUEFFELEC 

ABSTRACT 

Using a property of generalized characters, we first prove that two Riesz 
products with constant coefficients and distinct Fourier spectra are mutually 
singular. If S,(n) denotes the sum of digits in the r-adic representation of the 
integer n, the same technique allows us to establish the mutual singularity of the 
spectral measures of the sequences: a(n)=exp[2iTraS~(n)] ,  /3(n)= 
exp[2izrbSq(n)], for every pair of integers p / q ,  a, b being real numbers such 
that a(p - 1) ~ Z and b(q - 1) ~ Z. This result has been proved by T. Kamae 
when p and q are two relatively prime integers. 

Introduction 

Dans cette note, on se propose d'appliquer la technique des caract&es 

g6n6ralis6s due ~ Sreider [9], h l '&ude de la singularit6 mutuelle de certaines 

mesures. 

G &ant un groupe ab61ien localement compact, A le spectre de l'alg6bre de 

banach, M(G), des mesures r6guli~res born6es sur G, on rappeUe [9] qu'un 

~16ment X de A est la donn6e d 'une famille h'~ de fonctions de L| pour  

chaque p. de M(G), v6rifiant: 

(1) 0 < sup (11X. IIL-,.~, ~ e M(G)) <= 1, 
(2) X...(x + y ) =  X.(x)x~(Y) Iz @ v-presque partout, 

(3) s iv  est absolument continue par rapport h/~, gv = g,. v-presque partout. 

Si ron  peut trouver X E A avec Xv = a (v-pp) et X. = b (/z-pp) o~ a et b sont 

deux constantes distinctes, les mesures/~ et v sont 6trang6res. 
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Produits de Riesz 

Soit O un sous ensemble  de F = (~ (que nous supposons  sans 616ment d ' o rd re  

2 pou r  simplifier). 

On d6signe par  l l (O)  l ' ensemble  des mots  form6s sur O, c 'est-~-dire l ' ensem-  

ble des caract6res  oJ qui s '6crivant ,  en nota t ion  mult ipl icat ive:  

to=O~,O~ . . . .  0,~- avec O, E O  et e , =  -+1. 

O est dit dissoci6 si r ec r i tu re  d 'un  tel w distinct de 1, est unique,  h l 'o rdre  pr6s. 

La mesure  de probabi l i t6  #, est un produi t  de Riesz construi t  sur O et de 

coefficients (a(O), 0 E O) avec l a (0 ) ]  =< 1 pou r  tout  0, s i /z  est la l imite vague de 

la famille de po lyn6mes  P~,= I/e~.(1 + a(O)O + a(O)O), ofa �9 d6crit les sous 

ensembles  finis de O. 

Les coefficients de Four ie r  de la mesure  # sont donn6s par:  

li:.i s i o J = l  

/2(w) = a (0 , )  '~) si os = 0~ . . . .  0;-, 
i = l  

0 sinon 

off a ( 0 )  ' ' ) =  a(O) si e = 1, a(O) s i e  = - 1. 

La  singularit6 de deux produi t s  de Riesz a 6t6 6tudi6e par  J. PeyriSre [7] et 

Brown  [2]. So ien t /z  et v deux produi t s  de Riesz construi ts  r e spec t ivement  sur O 

et qb, de coefficients a(O) p o u r / z ,  b(4,)  pou r  v. I1 est p rouv6  dans  [2]: 

Si O tO ~ est encore  dissoci~, et si E ~ o u . l a ( y ) - b ( y ) ]  2 d ive rge , /x  et v sont 

6trang~res.  

La  m 6 t h o d e  ne p e r m e t t a n t  a p p a r e m m e n t  pas de conclure  sans hypothSse  sur 

| et qb, on se p ropose  de d o n n e r  une  r6ponse  dans  un cas part iculier .  

PROPOSITION 1. Soit G = T et considgrons O, 4) deux entiers >- 3, r et s deux 

rdels de [0, 1]. 

Les mesures/z = 1-I(1 + r cos 2rr0"x)  et u = 1-1(1 + s cos 27r4,"x) sont soit dgales, 

soit ~trang~res. 

DEMONSTRATION. On  dist ingue deux cas: 

(1) (Log 0 /Log  4') E Q ;  il existe alors n e t  m ent iers  _-> 1 tels que 0" = 4 '" .  

Si on d6signe par  T la t r ans fo rmat ion  du tore  x---> Ox, la mesure  /~ est 

invar iante  par  T et T e s t  f o r t e m e n t  m61angeante  pou r  p. ; de mSme  la mesu re  v 

est invar iante  par  S e t  S est fo r t emen t  m61angeante  pou r  v si S d6signe la 
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transformation du tore x ~ ~bx. I1 s'ensuit que la transformation U = T" = S ~" 

pr6serve /z et v e t  qu'elle est ergodique pour /z et v. On d6duit alors du 

th6or~me ergodique q u e / z  et v sont soit 6gales, soit 6trang6res. 

(2) (Log 0/Log ~b) I~ Q. Si to E f/(O), on note Io(to) la longueur du mot to en 

base 0 .  Dans le cas pr6sent en adoptant cette fois une notation additive, 

t o ( t o ) = ~ l e ,  I si t o = ~  e,O s avee e, E {0---1}. 
finie 

La suite de mots ( to , )= (0") est asymptotiquement dissoci6e pour /z et 
2 lrito x 13, (to,) = r/2. I1 ressort de [2] que la suite de caract~res y,o. : x ~ e - ,  tend vers 

la constante r/2 pour la topoiogie (L| Ll(/z)). 

Par ailleurs. Straus et Senge ont d~montr6 dans [10], que pour 0 et ~b, deux 

entiers distincts => 2, le nombre des entiers dont la longueur en base 0 et la 

longueur en base ~b sont born~es, est fini si et seulement si (Log 0)/(Log ~b) est 

irrationnel. On en d6duit, que si to, est un mot de ~ ,  pour une infinit6 d'indices 

n, l .(to,) augmente ind6finiment avec n e t  

13(to.) = tend vers O. 

S i r  est un entier quelconque, par le m~me argument, ~3(r + tom) tend vers 0 

quand n tend vers ~. Ceci prouve que (~o~.) tend vers 0 pour la topologie 

o'(L| L l(v)). Si X est un caract~re de A, adh&ent ~ la suite de caract~res ~,~., 

il r~sulte de ce qui pr6c~de que X~ = r/2 et X. = O, et on en d6duit la proposition 

1 compte tenu de la remarque en introduction. 

On peut noter que le r~sultat subsiste dans ce second cas, lorsque ~ = 

II(1 + a.  cos 2~-O"x) et v = 11(1 + b. cos 21r4~"x) et que rune  des deux suites (a.) ,  

(b.) n'est pas dans Co. 

Mesures spectrales a s soc i~s  ~ la somme des chiffres 

Pour un entier r - 2 ,  on note S,(n) la somme des chittres dans la 

repr6sentation en base r de l 'entier n _-> O: 

k o k o 

S,(n)= ~ nk si n = ~  nkr k. 
k~O k=O 

Mend~s France dans [6] montre que la suite complexe a (n) = e 2,'~s,(") o~ c E R 
admet une mesure spectrale unique A, d6finie, on le rappelle, par 

1 / '4-1 

, ~ ( k ) = ~ m - ~  ~, o t (n+k)ot (n)  sik=>O 
n ~ O  
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LEMME 1. 

(1) 

off 

= " ~ ( - k )  si k =<0. 

Cette mesure est continue lorsque c (r - 1) t~ Z ;  de plus elle est singuli6re par 

rapport ~ la mesure de Lebesgue [3]. Si p e t  q sont deux entiers premiers entre 

eux et a ( n ) =  e 2,"'s~"), /3(n)= e2"n~q ~") avec a, b r~els v6rifiant a ( p -  1)li~ Z, 

b(q - 1)~ Z, Kamae d6montre darts [4] que les mesures spectrales associ6es ;t, 

et )to sont 6trang~res. 

On se propose de d6montrer que le r6sultant reste vrai pour tout couple p, q 

distincts; plus pr6cis6ment: 

PROPOSITION 2. Etant donnds p e t  q entiers >-2, a et b rdels v&ifiant 
a ( p -  1)~ Z, b ( q -  1)~ Z, les mesures spectrales A~ et ;t o sont soit ~gales, soit 

dtrang~res. 

Auparavant, en suivant le calcul fair par B6sineau [1], on 6tablit le: 

Si a ( k ) = e  2"~s't~), j>=O, n ~ Z  et I m l < r  ~ 

A(nr s + m)= Aj (m) .A(n)+ Bj(m).A(n + 1) 

1 r l - - r a - 1  

A,(m) = -  ~ o t ( a ) a ( a  + m), ri a ~ 0  

1 rl--I 

B,(m)=-- yJ 
a~r t - - r t t  

a ( a ) a ( a  + m - r'), 

lorsque m est >= O, et: 

A j ( -  m) = At(m),  13i(- m) = Bi(m ). 

On en d~duit les propri6t~s suivantes pour la mesure A. 

(P1) A est invariante par la transformation du tore T: x ~ rx. II suttit pour le 

voir, de faire j = 1 et m = 0 dans (1). 

(P2) T est fortement m61angeante pour A. 

En ettet, pour tout m dans Z, lims...~Aj(m) = ,~(m) et lim~_~Bj(m) = 0, on en 

d6duit que pour n et m dans Z, 

lim ; (nr  j + m) = ,~(n).A(m) 

d'o6 la propfi6t6. 
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(P3) A a ses puissances de convolution fortement ind6pendantes, au sens: 

8~ * A" est 6trang~re h A " pour tout x E T et tous n ~ m dans N, et elle est 

singuli~re par rapport h la mesure de Lebesgue, si c ( r - 1 ) t ~  Z. 

I1 suflit pour cela, de trouver un caract~re X de F, adh6rence de F dans A, 
avec: 

X~ = c  et 0 < l c l < l .  

Consid6rons par exemple la suite de caract~res y , , (x )=  e 2"' ' ' .  

Par la propri6t6 (PI), , ( ( r " ) =  ,((1), et de la relation (1) 06 l'on fait n = 0, 

j = m = 1, on tire facilement la valeur A de A(1), h savoir: 

a = (r - 1)e 2"~' 
re 2"~('-~) - 1" 

Si c ( r  - 1 ) ~  Z, (r - 1)/(r + 1)_- < [A [<  1, et si X est un caract~re de A adh6rent 

la suite (y~), X convient puisque, par la propri&6 (P2), X~ = A. 

DI~MONSTRATION DE LA PROPOSITION 

Ici encore, on peut distinguer deux cas: 

(i) Si ( L o g p ) / ( L o g q )  est rationnel, les propri6t6s P1, P2 et le th6or6me 

ergodique permettent de conclure, comme dans la paragraphe pr6c6dent, que Aa 

et A~ sont soit 6gales, soit 6trang~res. 

(ii) Si (Log p )/(Log q) est irrationnel, on utilise le lemme suivant dfi h Kamae 

[4] et r6sultant de l'articte de Straus et Senge [10]: 

LEMmE 2. Si a ( n ) =  e 2~~ avec  a ( p  - 1 ) ~ Z  et si q est un  entier tel que  

(Log p)/(Log q )  soit irrationnel, alors : 

l im .~ (q2,, _ q2,) = 0. 

m > l  

Consid6rons alors la suite de caract~res ym(x)= e 2"~2"x. 

Si ~b est un caract~re de F adh6rent h la suite (ym), ~bx. est limite pour la 

topologie o-(L| LI(Aa)) d 'une sous suite de (ym), not6e encore (ym); ~bym 

approche 14' 12 pour cette m6me topologie et pour m ainsi fix6, il existe n > m tel 

que y.ym approche ym~b. On peut donc trouver une suite (mr), telle que: 

ym, ym, tende vers I~[ 2 pour tr(L| 

quand m, et mj tendent vers Qo avec mj > m,. 
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Par  le l e m m e  2, J(~(I ~b 12) = 0 et 4~a = 0 Aa-pp. 

D ' a u t r e  par t ,  ~bx~ = B 06 B = ,(~(1) est une  cons t an t e  non nulle,  c o m m e  on l ' a  

vu plus  haut .  

Les  mesu res  A, et A~ sont  donc  6 t r ang&es .  

REMAROUE. L ' a n a l o g i e  en t r e  les p rodu i t s  de  Riesz  et les mesures  spec t ra les  

associ6es  fi la s o m m e  des  chiffres sera  pr6cis6e dans  [8] 06 l 'on  m o n t r e  plus  

g6n6 ra l emen t  que  les mesu res  spec t ra les  associ6es fi des  sui tes  q -mul t ip l i ca t ives  

de  m o d u l e  1, sont  l imites  vagues  de  p rodu i t s  de  p o l y n 6 m e s  posi t i fs ;  el les  

a ppa ra i s s en t  ainsi c o m m e  des  p rodu i t s  de  Riesz  g6n&al is6s .  
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